Kapitel 7

Entwurf und Korrektheit von
Algorithmen

Beware of bugs in the above code; | have only
proved it correct, not tried it.

(Donald Knuth)

7.1 Ildee

Warnung!

Es gibt keinen (exakten) Algorithmus, um Algorithmen zu entwickeln.

Abstraktionsvermdgen, Kreativitdt und Erfahrung tragen aber dazu bei, (gute) Al-
gorithmen zu entwickeln. Jede dieser Eigenschaften kann durch Training verbessert
werden.

e Jedoch verlangt jeder Algorithmus Problemverstindnis und (mindestens) eine Idee

Problemlésen

Man beachte:

Algorithmenentwurf ist Problemlésen.

Allgemeines Vorgehen beim Problemldsen:

1.

Verstehen Sie das Problem!

. Was ist das Ziel? Was ist gegeben?
. Modellieren Sie das Problem!

2
3
4.
5

Losen Sie das Modellproblem!

. Interpretieren Sie die Losung!
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M. WERNER: Algorithmen & Programmierung

Problemverstehen

Merke

Ich habe ein Problem dann und erst dann verstanden, wenn ich es anderen
erkldren kann!

e Interessante Fragen:
— Woraus genau besteht die Eingabe?
— Was genau ist das gewiinschte Ergebnis oder die gewiinschte Ausgabe?

— Kann ich ein Minimalbeispiel angeben, das von Hand zu 16sen ist? Was passiert,
wenn ich dies mache?

— Brauche ich eine optimale, eine nahezu optimale oder nur irgendeine Losung?
Was heifst in diesem Problem ,optimal*“?

— Wie grofs ist eine typische Probleminstanz? 10 Objekte? 1000 Objekte? 1000000
Objekte?

— Wie wesentlich ist Geschwindigkeit in meinem Problem? Muss es in Sekunden
geltst sein? Eine Minute? Eine Stunde? Ein Tag?

— Wie kann das Problem in einer Grafik beschrieben werden?
— Welche Gemeinsamkeiten hat das Problem mit anderen bekannten Problemen?

— Was unterscheidet dieses Problem von anderen dhnlichen Problemen?

Suchen der ldee

e Niemand kann Ihnen abnehmen, die Losungsidee zu finden
e Jedoch gibt es mehrere typische Ansétze:
— Invarianten = Herausfinden, was sich nicht dndert
— Induktion = Ubertragung vom (hoffentlich einfachen) Einzelfall auf alle Fille

— Abstraktion und Nachnutzung = Das Problem so modellieren, dass es mit
anderen (bekannten) Problemen iibereinstimmt

— Suchen mit ,brutaler Gewalt* (brute force) = Alle infrage kommenden Fille
untersuchen, ob sie die Losung bieten

— Intelligentes Suchen = Wie ,brute force®, aber vorher den Suchraum einschrén-
ken
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7. Entwurf und Korrektheit von Algorithmen » 7.1 Idee

Modellierung

e Durch Modellierung kann ein Problem auf das Wesentliche beschrinkt werden

e Als Modellierungsansétze sind vor allem grundlegende Konzepte aus der Mathematik
geeignet:

Mengen (ungeordnete Elemente) und Multimengen (mehrfaches Vorkommen
erlaubt)

Permutationen (geordnete Elemente)
Hierarchien/Bidume

Graphen

Punkte (Koordinaten in geometrischen Radumen)
Polygone (Regionen in geometrischen Raumen)

Zeichenketten

Exkurs: Graphen

Da Graphen eine wesentliche Methode zur Modellierung sind, wird hier eine (sehr) kurze
Einfithrung in die Graphentheorie eingeschoben.

Falls Sie bereits mit Graphen vertraut sind, kénnen Sie diese iiberspringen.

e Graphen sind ein hiufig benutztes Mittel zur Modellierung von Sachverhalten

e Wir haben sie bereits stédndig gebraucht, ohne sie zu benennen

e Vorteile von Graphen: gute grafische Representation

Knoten = Kreise, Punkte (engl.: nodes, vertices)

Kanten = Linien, Pfeile (engl.: edges, arcs)

e Ein ganzer Bereich der Mathematik beschéftigt sich mit Graphen = Graphentheorie

Definition 7.1: Graph

Ein Graph ist eine Menge von Knoten V = {v,vs,...,v,}, die durch eine
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M. WERNER: Algorithmen & Programmierung

(Multi-)Menge von Kanten {ej,es...,e,} in Beziehung stehen kénnen. Kanten
kénnen ungerichtet oder gerichtet sein. Ungerichtete Kanten werden als Knoten-
mengen {v;,v;} aufgefasst, gerichtete Kanten als geordnete Knotenpaare (Tupel)
(vi, vj).l Gerichtete Kanten werden in der Regel durch Pfeilspitzen représentiert.

Kanten konnen Werte (Gewichte) zugewiesen werden, w : E — R.. In diesem Fall
spricht man von einem gewichteten Graph.

Beispiel 7.1

Anton, Bernd, Claudia, Dora, Ernst und Franziska seien bei dem Social-Web-
Dienst ,FaceVZ* angemeldet. Es sind jeweils miteinander ,befreundet*:

Anton und Dora
Bernd und Claudia
Anton und Ernst
Claudia und Ernst

Dieser Sachverhalt ldsst sich mit folgenden (ungerichteten) Graphen modellieren:

o0
e’e@

Beispiel 7.2

Anna, Brigitte, Charlotte, Denise, Eva und Friederike gehen ab und zu gemeinsam
in eine Kneipe. Wenn, was haufiger vorkommt, die eine der Damen ihr Portemon-
naie vergessen hat, zahlt eine andere fiir sie.

Am Ende des Jahres ergibt sich folgendes Schuldverhéltnis:

Anna schuldet Brigitte 10,50€ und Friederike 3,33€
Brigitte schuldet Denise 5,75€

Claudia schuldet Anna 6,20€ und Friederike 1,80€
Eva schuldet Anna 23,42€ und Denise 8,65€
Friederike schuldet Brigitte 3,50€

Die ist darstellbar in einem gerichteten und gewichteten Graphen:

!Héufig wird auch bei ungerichteten Graphen die Tupel-Schreibweise genutzt und (v;,v;) = (vj,v;)
vorausgesetzt.
2Was immer das auch bedeuten mag. @
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7. Entwurf und Korrektheit von Algorithmen » 7.1 Idee

e Durch die Reduzierung auf das (Graphen-)modell abstrahiert sich die Problemstellung

Beispiel 7.3: Konigsberger Briickenproblem

Problem aus dem frithen 18. Jahrhundert: Gibt es in K&nigsberg einen Weg, bei
dem man alle sieben Briicken iiber den Pregel genau einmal iiberquert?

KONINGSBERGA
<=

Leonhard Euler 16ste dieses Problem 1736 mit Hilfe der Graphentheorie.

e Das Modell des Graphen ist von der Datenstruktur zu unterscheiden

o Beispielsweise kennt C keinen Datentyp fiir Graphen = dieser muss ggf. selbst definiert
werden

Achtung!

Nur weil ein Problem mit einem bestimmten Ansatz modelliert wurde, bedeu-
tet dies nicht unbedingt, dass auch eine entsprechende Datenstruktur fiir diesen
Ansatz gebraucht wird.

Falls tatsdchlich eine solche Datenstruktur gebraucht wird, gibt es verschiedene Moglichkei-
ten, z.B.:

e Adjazenzmatrix: zweidimensionales Array, bei dem jedes Element a; ; beschreibt, ob
vom Knoten v; zum Knoten v; eine Kante vorhanden ist oder welches Gewicht diese
hat
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M. WERNER: Algorithmen & Programmierung

enum {NumNodes=53;
bool alNumNodes][NumNodes];

al01[11= true;
// = edge (vO,vl) exists

e Kignet sich besonders fiir gerichtete Graphen

e Verbundstypen und Zeiger: Knoten kénnen durch struct-Typen und Kanten durch
darin enthaltene Zeiger modelliert werden

enum{ MaxDegree = 63;
struct node;
typedef struct node{
int id;
struct node *in[MaxDegreel;
struct node xout[MaxDegreel;
} node_t;

OO OO0OOO0OO0

O OO O0OO0OO0O0C

e Kignet sich besonders fiir Graphen mit variabler Knotenanzahl
Beliebige andere Ansétze sind denkbar...

e Da die Graphentheorie ein ziemlich altes Gebiet der Mathematik ist, gibt es viele Satze
und Standardalgoritmen, die man direkt fiir die Losung eines vorliegenden Problems
nutzen kann

e Beispiele:
— Satz iiber die Existenz von Euler-Wegen und -Kreisen
— Kiirzeste Wege in einem gewichteten Graphen
— Maximaler Fluss zwischen zwei Knoten in einen gewichteten Graph
— Effektivitdt von Suchen in B&umen

e Eine kompakte Darstellung von Graphenalgorithmen bietet z.B. [Bra94]
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Von der Idee zum Algorithmus

e Hat man eine Idee gefunden, muss der Algorithmus entwickelt werden
e Vorgehen der schrittweisen Verfeinerung (Top-Down-Methode)
1. Beschreibe die Grobidee zur Lésung des Problems
2. Zerlege das Problem in Unterprobleme
3. Verfahre mit jedem Unterproblem entsprechend
e Wann beenden? = Wenn ausfiihrbare Einzelschritte gefunden sind

e Fihigkeiten des ausfithrenden Systems miissen bekannt sein

7.2 Spezifikation

e Ein Algorithmus muss irgendwie beschrieben werden
e FEine Variante ist eine konkrete Implementation in einer konkreten Programmiersprache

e Problem: Eine Programmiersprache kennt nicht alle moglichen Konzepte

Beispiel 7.4

C kennt keine Datentypen und Operationen fiir mathematische Mengen. Men-
genoperationen wiirden in C kompliziert aussehen und daher evtl. die Idee eines
Algorithmus verschleiern.

e Abhilfe: Beschreibung des Algorithmus in natiirlicher Sprache
e Problem: Mangel an Exaktheit

e Deshalb werden Algorithmen (wenn die algorithmische Idee betont werden soll) in
Spezifikationssprachen beschrieben

e Es gibt sehr viele Spezifikationssprachen

e Viele dienen nur dazu, die Anforderungen an den Algorithmus zu beschreiben = fiir
uns (hier) nicht interessant

e Es gibt formale und halbformale Spezifikationssprachen

— Formale: Automatisch verarbeitbar, z.B. in Theorem Beweisern = haufig schwer
zu lesen?

— Halbformale: Dient nur zur Kommunikation iiber Algorithmen

3. fiir Menschen &
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e Wir nutzen die wahrscheinlich géngigste halbformale Spezifikationssprache fiir impe-
rative Algorithmen: Pseudocode

Pseudocode

e Jeder von Ihnen hat schon Pseudocode gesehen*
e Ahnlich PASCAL
e Legt einen Satz von Anweisungen fest

e Lisst beliebige mathematische Terme zu

Lésst Sétze in natiirlicher Sprache zu
— Sollte moglichst wenig gebraucht werden

— Miissen mit Verb beginnen und keine Nebensitze haben

Hinweis
Da Pseudocode niemals ausgefiihrt wird, gibt es eine Vielzahl verschiedener Formen.

In der Regel ist Pseudocode aber stets intuitiv lesbar, wenn man jemals mit einer impe-
rativen Programmiersprache zu tun gehabt hat.

Pseudocode: Syntax und Layout

Anweisungen in Pseudocode:

e Auswertung eines Ausdrucks und Speicherung des Wertes in einer Variablen

var <— expression

e Verzweigung

if condition then

statement(s)
end if

oder

40der er/sie hat die Hausaufgaben nicht vollstindig gelesen.
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if condition then
statement(s)
else
statement(s)
end if

e While-Schleife

while condition do
statement(s)
end while

¢ Repeat-Until-Schleife®

repeat
statement(s)

until condition

e For-Schleife

for expression do
statement(s)
end for

e Eingabe/Vorbedingung

Require: requirement(s)

e Ausgabe/Nachbedingung

—— T T T T T e~ N —————— v AT —
Ensure: postcondition(s)

B N i g N S e N N W g Y e o T Y

¢ Kommentare
— S S T T AT T~ N A AT —/——

[statement] > comment

N~ AN T T T T A A N T N

oder

5...entspricht do ...while in C.
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[statement)] { comment }

e Unteralgorithmen

procedure NAME(parameter)
statement(s)

[return expression]
end procedure

o Aufruf

NAME(parameter)

o
oL
)
=

call NAME(parameter)

Beispiel

e Beispiel ,,Euklidscher Algorithmus* (&hnlich zu Aufgabe 6 auf Aufgabenblatt 3)

Require: A, BEN,A>0AB >0
Ensure: a = b = ged(4, B) > ged: greatest common divisor
a<+ A;b<+ B
while a # b do
if a < b then
b+—b—a
else
a+a—>
end if
end while

e Kiinftig werden wir Algorithmen héiufig in Pseudocode angeben, wenn wir von kon-
kreten Datenstrukturen abstrahieren konnen
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Korrektheit

e Wenn ein Ansatz gefunden wurde, muss seine Korrektheit gepriift werden

e Zunichst sollte die Korrektheit der Idee gepriift werden, dann die anschliefend die
des konkreten Algorithmus

e Die Korrektheit einer Idee kann nicht formal gepriift werden

e Folgendes sollte iberdacht werden:

Funktioniert die Idee allgemein oder nur in einem Spezialfall?

Gibt es Spezialfélle, in denen die Idee nicht funktioniert? Sind diese Félle relevant?

Versuche, ein Gegenbeispiel zu finden

Extremfalle helfen

Beispiel

Beispiel 7.5

Sie sind Fan oder sogar Juror bei einem Filmfestival. Sie wollen soviel Filme wie
moglich anschauen, die aber leider z.T. in verschiedenen Kinos laufen und sich
zeitlich iiberschneiden.

Wie sollte Thr allgemeines Vorgehen aussehen, damit Sie mdglichst viele Filme

sehen?
Jungle of Calculus The Extern Reference
Kino 1: [ ] [ ]
The President’s Algorist Steiner’s Tree Prozess Terminated
Kino 2{ ] [ ] [ ]
Accepting State Programming Challenges
Kino 3: ————— —————
Python Attack An Integer Type
Kino 4: ——— ———

Probleme dieses Typs nennt man Schedulingprobleme (Planungsprobleme). Sie sind ein hidu-
fig auftretender Problemtyp.

e Modellierung:

— Gegeben ist eine Menge I von Intervallen

— Gesucht ist die grofste Untermenge nichtiiberschneidender Intervalle
o T Tdoo—E+remEsTIORS

— Waihle den Film, der als erster anfangt

— Streiche alle iiberlappenden Filme
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— Starte von vorn bis kein Film iibrig
o 2 Tdoo=SHeorFEsTIOnS,

— Waihle den kiirzesten Film

— Streiche alle {iberlappenden Filme

— Starte von vorn bis kein Film iibrig

e 3. Idee: EXHAUSTIVESEARCH = funktioniert
— Konstruiere alle Mengen von Filmen
— Werfe alle Mengen weg, in denen sich mindestens zwei Filme {iberlappen
— Wihle die Menge(n) mit den meisten Filmen aus

Bei n Filmen gibt es 2™ verschiede Mengen, die betrachtet werden miissen.

e 4. Idee: EARLIESTCOMPLETION = funktioniert effizient
— Wihle den Film, der zuerst beendet ist
— Streiche alle iiberlappenden Filme

— Starte von vorn bis kein Film tibrig

e Betrachten weiteres Beispiel

Beispiel 7.6: Traveling Salesman

Ein Vertreter (Handlungsreisender) muss in verschiedene Stadte fahren und an-
schliefend nach Hause zuriickkehren.

Wie muss er seine Route planen, damit die zuriickzulegend Gesamtstrecke mog-
lichst kurz ist?

e Modellierung:

— Nutzen gewichteten Graphen

— Knoten sind Stadte

— Kanten zwischen zwei Knoten (Stadten) haben Entfernung als Kantengewicht
o 1. Idce—NrreREsFNEICOROR

— Waihle als erstes Ziel die néchstliegende Stadt aus

— Wiederhole solange, bis keine unbesuchte Stadt tibrig ist

— Kehre nach Haus zurtick

o 2 Tdco—CtresesTPAR
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— Waihle die beiden Stéadte aus, die am néchsten sind
— Streiche alle Stiddte, die bereits zwei Verbindungen haben

— Wiederhole, bis alle Stddte verbunden sind

3. Idee: EXHAUSTIVESEARCH = funktioniert (theoretisch)

— Konstruiere alle moglichen Wege
— Wahle den kiirzesten aus

Ein auf dieser Idee basierender Algorithmus ist extrem langsam

— Er muss bei n Stddten "T_ll Wege vergleichen

— Bei n = 30 sind dies 4.420.880.996.869.850.977.271.808.000.000 (~ 4,4 - 1039)
verschiedene Wege

o Der derzeit® schnellste Computer der Welt ,,Sunway TaihuLight* wiirde fiir ein Problem
mit 30 Stddten mehrere Millionen(!) Jahre arbeiten!

Konzept funktioniert nur bei sehr kleinen Problemen

Merke
Fiir dieses Problem gibt es keine effektivere Losung.

Man begniigt sich daher in der Praxis mit Ndherungslésungen. Ein solcher Algo-
rithmus, der keine korrekte Losung garantiert, heifst Heuristik.

Algorithmenkorrektheit

e Auch der fertige Algorithmus muss auf seine Korrektheit gepriift werden

e Mitunter beinhaltet die Idee gleich einen kompletten Algorithmus, so dass gleich der
konkrete Algorithmus gepriift werden kann

e Prinzipiell gibt es zwei Moglichkeiten:

— Erschopfendes Testen
Ausschluss fehlerhaften Verhaltens einer Implementation des Algorithmus
durch Ausfiihrung (Test) mit jeder moglichen Instanz der Eingabe

— Korrektheitsbeweis
Nachweis korrekten Verhaltens durch Nutzung von mathematischen Me-
thoden

6September 2016
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Probleme

Merke

Erschopfendes Testen ist in der Regel unmdéglich, da der Eingaberaum meist sehr
groft oder sogar unendlich ist.

e Durch teilweises Testen kann das Vertrauen in die Korrektheit eines Programmes
gestarkt werden, es ersetzt aber keinen Nachweis

e Die gute Auswahl von Testféllen ist schwierig

Merke

Korrektheitsbeweise auf Implementationsebene sind i.d.R. wegen mangelnder For-
malisierung/Formalisierbarkeit der Implementation schwierig oder unmaoglich.

e Ersatzweise wird der Korrektheitsbeweis auf einer abstrakteren Ebene durchgefiihrt
= Fehler bei Umsetzung in konkrete Implementation moglich

e Abhilfe kénnen (bis zu einem gewissen Maf) Tools, die selbst formal bewiesen sind,

schaffen.

— Allgemein ist dies aber nicht moglich = Gdédelscher Unvollstindigkeitssatz

e Beschiftigen uns hier mit Beweisen (nicht Testen)

HEY, CHECK IT uT: @™ -1 15
19.999099979. THATS WEIRD.

YEAH. THAT'S HOW I
GOT KICKED OUT OF
THE ACM. 1N COLLEGE. /

DURING A COMPETITION, T
TOD THE PROGRAMMERS ON
OUR TEAM THAT 2"-1r

WAS A STANDARD TEST OF FLOATING-
POINT HANDLERS -~ IT WOULD

|
¥R

COME OUT To 20 UNLESS
THEY HAD ROUNDING ERRORS.

R

THATS

7.3 Beweise

e Was ist ein Beweis?
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YEAH, THEY DUG THROUGH
HALF THEIR ALGORITHMS
LOOKING FOR THE BUG
BEFORE THEY FIGURED
IT 0UT,

Quelle: xked - A webcomic of romance, sarcasm, math, and language

http://xked.com/217/
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Beweis — informale Definition

Ein Beweis ist eine Herleitung einer Aussage aus bereits bewiesenen Aussagen
und/oder Grundannahmen (Axiomen).

o Wir kennen (aus der Mathematik) nur wenige (auch kombinierbare) Beweismethoden
— Deduktion
— Vollstandige Fallunterscheidung (Aufzidhlung)
— Vollstindige /transfinite Induktion
— Indirekte Beweise

e Betrachten diese Methoden kurz

Deduktion

e Deduktion ist der ,klassische” Beweis durch Kombination von Pramissen

Beispiel 7.7

e Pramisse 1: Alle Menschen sind sterblich
e Pramisse 2: Alle Konige sind Menschen

e Folgerung: Alle Konige sind sterblich

e Die Korrektheit der Pramissen muss entweder axiomatisch gegeben oder bereits be-
wiesen sein

Vollstindige Fallunterscheidung

e Bei endlich vielen Varianten kann jede einzeln untersucht werden

o Ist eine Aussage fiir jede Variante wahr, ist sie insgesamt wahr
Beispiel 7.8
e Behauptung: Alle ungeraden Zahlen im Intervall [2!,23] sind Primzahlen.

Vi=2n+1,n € N,i € [2,2°%], prim(i)

e Fille: Im Intervall sind nur die Zahlen 3, 5 und 7 ungerade
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— 3 ist prim
— 5 ist prim
— 7 ist prim

e Folgerung: Behauptung stimmt

Die Operatoren V und 3 sind aussagelogische Quantoren (oder Quantifikato-

ren):
V: — Bedeutung: Aussage gilt fiir alle Elemente einer Menge
— Sprechweise: ,fiir alle®
— Beispiel: Vz € {1,...,4}, stat(z) =, Fir alle Werte 2 im Bereich von
1 bis 4 gilt Aussage stat(z)* Vo € {1,...,4}, stat(x) ist dquivalent zu
stat(1) A stat(2) A stat(3) A stat(4)
J:  — Bedeutung: Es gibt ein Element in einer Menge, fiir Aussage gilt

— Sprechweise: ,es existiert”, ,es gibt®

— Beispiel: 3z € {1,...,4}, stat(z) = Fiir mindestens ein = im Bereich
von 1 bis 4 gilt Aussage stat(z)* Iz € {1,...,4}, stat(z) ist dquivalent
zu stat(1) V stat(2) V stat(3) V stat(4)

Vollstandige/transfinite Induktion
e Induktionsanker (auch: Induktionsanfang, TA) = Zeigen, dass eine Aussage fiir einen
speziellen (kleinsten) Fall (meist: n = 0 oder n = 1) gilt
e Induktionsschritt (IS)
— Induktionsvoraussetzung (IV): Annahme, dass Aussage fiir ein n = k gilt
— Induktionsbehauptung (IB): Behauptung, dass Aussage fiir n = k + 1 gilt
— Beweis, dass Induktionsbehauptung aus Induktionsvoraussetzung gilt

e Induktionsschluss = Folgerung, dass Aussage fiir alle (unendlich viele) Fille ab dem
ersten Fall gilt

e Detaillierter in LV ,Mathematik I*

Beispiel 7.9
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3

¢ Behauptung: (26 — 1) = n? | = Summe der ersten n ungeraden Zahlen
i=1

ist n2
1
eTA:n=1m=3(2—1)=2—1=1=w.A.
i=1
k k+1
e Induktionsschritt: IV: Y (2i—1) = k2, IB: 5 (2i—1) = (k+1)? Beweis:
i=1 i=1
k+1

>(2i—1) = fj(2i—1)+(2(k+1)—1)=k2+2k+1:(k+1)2
i=1 i=1

e Induktionsschluss: Behauptung gilt fiir alle n > 1

Indirekter Beweis

e Annahme des Gegenteils der Behauptung

e Unter Nutzung lediglich der Annahme, von Axiomen und bewiesenen Aussagen einen
Widerspruch finden

e Folgerung dass Annahme falsch und folglich Behauptung wahr ist

Beispiel 7.10

e Behauptung: Es gibt keine grofte Primzahl
e Annahme A: Es gibt eine grofste Primzahl
o Beweis:

— Aus A folgt, dass es nur endlich viele Primzahlen py, ..., p, gibt (B)

— Bilden ¢ =1+ [] pi
=1
— Fallunterscheidung:

1. g ist prim = ¢ ist groRer als p,, = Widerspruch zu A

2. q hat Primteiler = diese sind nicht in pq, ..., p, = Widerspruch zu
B und damit zu A

e Schlussfolgerung: Annahme A fiithrt zum Widerspruch, folglich ist die Be-
hauptung wahr

Beweis von Algorithmen

e Fragestellung ist dhnlich wie beim Entwurf
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— Was muss eigentlich gezeigt werden? = verlangt Klarheit {iber Spezifikation
— Was ist bekannt?

e Was muss gezeigt werden:
= Algorithmus sortiert fiir jede giiltige Eingabe korrekt

e Auf welchen Annahmen kann aufgebaut werden?

= Jeder Einzelschritt (Pseudocode oder Programmiersprache) wird geméfl seiner
Spezifikation ausgefiihrt

— Z.B. bewirkt x <~ x + 1, dass Variable £ um eins erhéht wird

Definition

e Man unterscheidet zwei Arten von ,Korrektheit*

Definition 7.2: Partielle Korrektheit

Ein Algorithmus ist partiell korrekt, wenn er fiir eine spezifizierte erfiillte Vor-
bedingung (Q) bei einer eventuellen Terminierung eine spezifizierte Nachbe-
dingung (R) erreicht; d.h. (R) ist nach Ausfiihrung erfiillt.

Definition 7.3: Totale Korrektheit

Ein Algorithmus ist total korrekt, wenn er partiell korrekt ist und terminiert.

e Mit anderen Worten:

— Ein partiell korrekter Algorithmus liefert das korrekte Ergebnis, falls er jemals
fertig wird

— Ein total korrekter Algorithmus liefert nach endlicher Zeit das korrekte Ergebnis

Beispiel ,,Sortieren*

e In Kapitel 1 wurde im Beispielalgorithmus 12 ein Sortieralgorithmus (Bubblesort)
vorgestellt

e Die Korrektheit des Problems ,Sortieren* kann unabhéngig vom Algorithmus ausge-
driickt werden
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Problem Sortieren

Eingabe: Folge von Elementen (eq, e, ., ) mit Ordnungsrelation (,<*)

. : / ! ! / !
Ausgabe: Permutation (e}, €5,... e, ) von (e, ea,...,e,),s0dassej <e), <...<

e Beispiel: Sortieren einer Sequenz natiirlicher Zahlen
— Eingabe: 8,15,3,14,7,6,18,19
— Ausgabe: 3,6,7,8,14,15,18,19

e Der Bubblesort-Algorithmus (BSORT) sieht in Pseudocode z.B. so aus:

— S T T T AT T e~ N —————— N AT — /Y
Algorithm BSORT

Require: eq,...,¢e,
Ensure: Vi € {1,n—1},e; < e;q1

1: repeat

2 changed + false;

3 fori+~1,...,n—1do
4: if e; > e;41 then
5: SWAP(ei,EH_l)
6 changed < true
7 end if

8 end for

9: until changed = false

AN PP Vo e e g S A e O i NG NI A S S N NI D I

e Die partielle Korrektheit ist leicht zu beweisen:
— Wenn BSORT terminiert, muss changed = false gelten
— ~ fir kein i € {1,...,n — 1} darf e; > e;11 gelten
-~ Vie{l,....n—1}, e; < e;q1 O

e Totale Korrektheit heben wir uns fiir spater auf ©

Alternative Problemlésung: Insertion Sort

e Bubblesort ist nur eine mogliche Losung fiir das Sortierproblem

e Betrachten Alternative: ,Insertion Sort“ (INSSORT)
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—~———— S — S T AT~ N A A~
Algorithm INSSORT

Require: e1,...,¢e,
Ensure: Vi € {1,n—1},e; <e;11

1: for j < 2,...,n do

2 key < e;

3 14j5—1 > Verschiebe alle Elemente
4 while (i > 0) A (e; > key) do > er,...,ej_1, die grofer
5: €it1 < €; > als key sind, nach rechts
6: 1+1—1

7 end while

8 ei+1 < key > Fiille die Liicke mit key

9: end for

I e N e N N e e N N T N N

e Intuitiv ist der Algorithmus ,Insertion Sort* vermutlich leicht zu verstehen
e Versuchen uns an einem Beweis der Korrektheit

e Benutzen dazu einige Lemmata
Lemma 1. Wenn die Schleife 4 — 7, terminiert, ist entweder (a) i =0 oder (b) e; < key

e Beweis:
i startet mit einem Wert > 0 und wird schrittweise verkleinert, Rest folgt direkt aus
der Schleifenbedingung

Lemma 2. Wenn die Elemente ey, ...,e;_1 vor Eintritt in die Schleife 4 — 7 geordnet, so
ist danach (a) die Sequenzen eq,...,e; und (b) die Sequenz e;y1,...,e; geordnet.

e Beweis:
(a) Die Sequenz ey, ..., e; wird nicht geindert
(b) Fallunterscheidung:

— Die Schleife wird nicht betreten ~~ ¢ = j —1 ~» Sequenz e;;1,...,e; besteht aus
einem Element e;, ist also geordnet

— Sonst: Entspricht der vorherigen Sequenz e;, ..., e;_1, die ja geordnet war

Merke:

Ordnung ist eine Invariante der Schleife!

Lemma 3. Wenn vor dem Block 2 — 8 die Sequenz ey, ..., ej_1 sortiert war, ist anschlieffend
die Sequenz e, ..., e; sortiert.

e Beweis: Fallunterscheidung, ¢ nach Schleife:
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— ¢ = 0: Laut Schleifenbedingung Vk € {1,...,j — 1}, key < e; aukerdem laut
Lemma 2 ist Sequenz e, ..., e; sortiert

— 4> 0,7 < j— 2: Laut Lemma 1 ist key > e;; aufferdem laut Schleifenbedingung
Vke{i+2,j— 1}, key <ep ~ e1,...,e,e41 = key,...,e; ist sortiert

— i = j — 1: Schleife nicht durchlaufen ~» key > e;_1 ~ e1,...,e; ist sortiert
key > e; laut Lemma 1

Theorem 4. INSERTION SORT sortiert eine Sequenz.

e Beweis: Induktion {iber j:
— TA: j = 1 Einersequenz ist immer sortiert

— IS: Wenn ey, ..., e sortiert ist, ist anschliefend auch ey, ..., exy1 sortiert laut
Lemma 3

— Schlussfolgerung: Theorem gilt fiir alle endlichen Sequenzen

Korrektheitskalkiile

e Beweise, wie der angefiihrte Bubblesort-Beweis, sind ad hoc

e Es gibt spezielle Kalkiile (Kalkiil = formales System zum Ziehen logischer Schliisse)
fiir die Korrektheit von Programmen

e Beispiele
— Hoare-Kalkiil (auch: Floyd-Hoare-Kalkiil)
— wp-Kalkiil (Edsger W.Dijkstra)

e Benutzung von Tripeln: {Vorbedingung} Programmcode {Nachbedingung}

Préamisse
Folgerung

{Q} PL{R}  {R} P2{S}
{Q} P1; P2 {S}

o Axiomatische Regeln:

e Beispiel Kompositionsregel:

e Mehr in LV ,Verldssliche Systeme*
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Terminierung

e Partielle Korrektheit wird bewiesen unter der Bedingung, dass der Code Terminiert

e Fiir totale Korrektheit muss also noch Terminierung bewiesen werden

Kritisch bei
¢ Rekursion

— Die Rekursion muss nach einer endlichen Anzahl abbrechen, d.h. die Rekursions-
basis erreichen.

e Schleifen

— Die Schleifenbedingung muss nach einer endlichen Anzahl von Iterationen false
werden.

— Es muss sichergestellt sein, dass auch der Schleifenrumpf terminiert (in jeder
Tteration)

Terminierungsfunktion

e Zum Beweis der Terminerung einer Schleife muss eine Terminierungsfunktion 7
angeben werden:

7: V>N
— V ist eine Teilmenge der Ausdriicke iiber die Variablenwerte der Schleife

e Die Terminierungsfunktion muss folgende Eigenschaften besitzen:
— Thre Werte sind natiirliche Zahlen (einschlieflich 0)

— Jede Ausfithrung des Schleifenrumpfs verringert ihren Wert (streng monoton
fallend)

— Die Schleifenbedingung ist false, wenn 7 = 0.

= 7 ist obere Schranke fir die noch ausstehende Anzahl von Schleifendurchlaufen.
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Terminierungsregel

e Ist eine Terminierungsfunktion bekannt, kann die Terminierungsregel genutzt wer-
den

{r=k}P{r <k} {r =0} = —-B P terminiert
while(B) P; {Terminierung}

e Mit anderen Worten: wenn die Terminierungsfunktion streng monoton fallend ist,
und (spatestens) ihr Wert 0 ein Ende der Schleife erzwingt, und der Schleifenkorper
terminiert, dann terminiert eine Schleife

Es ist also zu zeigen:
1. Streng monotones Fallen von T

2. Die Implikation der Nichterfiillung der Schleifenbedingung B bei niedrigs-
ten T

3. Die Terminierung des Rumpfs P

Beispiel: Quadratzahl

; /* Calculates the square of a nonnegative integer number a x/ ;
O3 /% Q: 0<a) %/ 0
O 4 y= 0; o
g x= 0; g
o while (y !I= a) { o
X= X+2*%y+1;
© y= y+l; ©
O 4 ’ o)
Q0 /% (R: x = a?) */ ©
O O

o Wihle als Terminierungsfunktion 7 = a — y:

1. 7 wird in jedem Durchgang dekrementiert, da y inkrementiert wird und a konstant
bleibt.

2. Wenn 7 = 0 folgt y = a, d.h. die Schleifenbedingung y # « ist falsch.

3. Schleifenrumph enthélt keine Schleifen/Rekursionen/Gotos... Terminierung tri-
vial

= Die Schleife terminiert
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Terminierung bei Rekursion
e Beim Beweis der Terminierung von Rekursionen kann genauso wie bei Schleifen vor-
gegangen werden

e Auch hier wird eine Terminierungsfunktion 7 konstruiert, die mit zunehmender Re-
kursionstiefe kleiner wird.

e Es muss gelten:
1. Die Werte von sind natiirliche Zahlen (inkl. 0)

2. Bei jedem Aufruf der Methode (rechte Seite der Rekursionsgleichung) wird der
Wert von echt kleiner.

3. Abbruch bei (spéitestens) 7 = 0 erzwungen

e Beispiel: Fibonacci-Zahlen

O O O O O 0O C

/* Computes Fibonacci n-th number =/
int fib(int n)
{

if (n<3) return 1;

else return (fib(n-1)+fib(n-2));

O O OO0OO0O0

e In diesem Fall kdnnen wir als Terminierungsfunktion 7 = n wéhlen.

Probleme bei Terminierung

e Betrachten folgendes Beispiel:

C
O O OO0 OO0 O0C

Algorithm GOLDBACH

Require: x =4
Ensure: x >4

1: while x = Summe zweier Primzahlen do
2: T+ x+2
3: end while

OO O0OO0OO0OO0O0O0

e Terminiert dieses Schleife?

e Goldbachsche Vermutung: Bis heute nicht allgemein bewiesen, aber bis 10'® ge-
priift
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Beweise fiir Terminierung sind nicht immer méglich!

e Diese Aussage ist wiederum bewiesen (Terminierungproblem)

Aufgaben

Aufgabe 7.1

Betrachten Sie folgenden ,Beweis* und finden Sie den Fehler!

20 = 20 [~ =1
—20 = —20
16 — 36 = 25 — 45
4-4-4.9=5-5-5-9

9 9 def 9
44-2.4.5=55-2-5-- |z :fi
42_92.4.0=52-2.5.¢ | + 22
42-2.4.2+22=5%-2.5.1+z° |(a — b)* = a® — 2ab + b*
4-2)*=(5-2)? lv™
4—x=5-z |+«
4=5 |

Aufgabe 7.2: Trinominos

Ein Quadrat setzt sich aus 2" - 2" — 1 kleinen weifen Quadraten (n € N) und
einem schwarzen Quadrat zusammen (Beispiel mit n = 3 siehe linke Abbildung).
Ein Trinomino-Stein ist ein L-férmiger Stein, der drei kleine Quadrate abdeckt
(siehe rechte Abbildung).

Beweisen Sie, dass die weiflen Quadrate vollstdndig mit Trinomino-Steinen abge-
deckt werden koénnen, ohne dass sich Steine iiberlappen, Steine aus dem grofen
Quadrat ragen oder das schwarze Quadrat abgedeckt wird!

u
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